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一般化確率ペ トリネッ トによる有限容量同時
サービス並進待ち行列のモデル化
中 村 隆 志
1.ま え が き
独立な到着過程を持つ複数個の待合室があ り,すべての待合室に客がいると
きに扱い者が各待合室か ら一人ずつ客を受け入れて同時にサービスを行 うよう
な待ち行列 を同時サービス並進待ち行列 と呼ぶ[2]。例 としては,複 数の下
請会社からの部品の到着を待ち,そ れらのすべてが揃 ったときに組み立てを行
う工場やデータフロー計算機などが挙げられる。 この待ち行列 システムは トラ
フィック密度の大小によらず,本質的に不安定であることが知 られている[1,
2コ。 このため,現 実のシステムにおいては何 らかの安定化のための方策が必
要 となる。 これには入力制御[2,3],客 の途中放棄[4],待 合室の容量制
限[5,6]な どが考えられる。筆者 らは文献[7]に おいて,待 合室容量が
有限の2並 進システムを連続時間マルコフ連鎖 としてモデル化 して解析 し,そ
の基本的特性 を明らかにした。
しか し,その後の検討により,一般化確率ペ トリネッ トを用いて,こ のシス
テムを記述すれば,よ り簡潔にモデル化が可能であることがわかった。
ペ トリネッ ト[8,9]は 非同期的 ・並行的 ・分散的なシステムの挙動 を記
述するのに有用であ り,事象生起の論理的な関係 を記述するものであるが,こ
れに確率的な時間の概念を導入 したものが確率ペ トリネットである。一般化確
率ペ トリネッ ト(GeneralizedStochasticPetriNet;GSPN)[10,11]は確率
ペ トリネットを拡張 し,時 間的な構造に加 え,論理的な構造を記述可能にした
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もの で あ り,指 数分 布 の発 火 遅延 時 間 を持 つ 時 間 トラ ン ジ シ ョン(timed
transition)と,ゼロ時 間で発火す る瞬 間 トラ ンジシ ョン(immediatetransition)
の2種 の トラ ンジ シ ョンを持 つ。
本論 文で は,こ の一般化確 率ペ トリネ ッ トに よる有 限容量 同時サ ー ビス並進
待 ち行列 のモ デル化 につ いて述 べ,そ の有用性 を明 らか にす る。
2.同時サービス並進待ち行列のGSPNによるモデル化
本論文で扱う同時サービス並進待ち行列システムとは図1の ようなものであ
る。M個 の待合室があ り,客 は待合室Q-(1≦m≦M)に 独立にそれぞれ到
着率 あ で到着する。扱い者はすべての待合室に少な くとも一人の客がいると
きに,そ れぞれ一人ずつ先着順に客 を受け入れて,同 時 にサービス率 μの指
数サービスを行 う。すべての待合室に客が揃わない場合には,た とえ窓口が空
きであってもサービスを開始 しない。
λ1→
λ2→
λM→
図1同 時サービス並進待ち行列
このシステムをGSPNで表現す ると図2の ようになる。各 トランジション
とプレースの意味は次の とおりである。
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図2同 時サービス並進待 ち行列のGSPNに よる表現
ti,t2,…,tM:待合 室1,2,…,Mへの客 の到 着(時 間 トラ ンジ シ ョ ン
Z.2,,…,2.)
'。:サー ビスの 開始(瞬 間 トランジシ ョン)
'ゐ:サー ビス の終 了(時 間 トランジシ ョン;発 火率 μ)
Pi,p2,…,PM:客が待合 室1,2,…,Mで待 機 中
ρ。:サー ビス中
あ:窓 口が 空 き
4ヱ
発火率
本論文ではシステム安定化のために待合室の容量を制限することとする。す
なわち,待 合室の容量は01,Q,,…,(2Mとも,すべてNと する。 また,以 下では
簡単のため2並 進(M=2)の 場合のみを扱 う。この場合のGSPNは図3の よ
うになる。ρf,p2'は待合室の容量を有限とするために必要 となるPiとp2との
42
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P2,
図3有 限容量2並進の場合のGSPN
補 プレースであり,そ れぞれ,Q,,Q,の空 き容量 を示す。図3は システムに
客がいない状態を表している。瞬間 トランジションはt。1個のみであるので,
瞬間 トランジションのプライオリティや重みを考える必要はない。
マーキングを
M,=(M(P1),M(♪f),M(P、),M(pi),M(Pa),M(Pb)) (1)
で表す。 こ こで,M(Px)はプレースpxの トーク ン数 である。
Nニ4と し,初 期 マー キ ングM。=(0,4,0,4,0,1)と して求 めた 可達 グ
ラフ を図4に 示 す。 点線 で囲 ってい る16個のマー キ ング は瞬 間 トランジシ ョン
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云、を発火可能 とするバニシングマーキ ングであ り,他 は,時 間 トランジション
が発火可能なタンジブルマーキングである。
3.解 析
3.1一 般的解析法
有界なGPSNの挙動は,有 限状態空間の連続時問セ ミ ・マルコフ過程 とし
て表現で きる。各 マーキ ングはセミ ・マル コフ過程 の状態 に対応 し,推 移
(GSPNの発 火)時 点 に着 目した隠れマ ル コフ連鎖(EmbeddedMarkov
Chain;以後EMCと 略記)を 用いて,そ の平衡状態確率等を求めることがで
きる[11]。その概略は次のとお りである。
GSPNのトランジションの集合を
T=lt,,t、,…,左} (2)
とす る。 また,
W=IWI,W、,…,W、} (3)
とする。π の要素 臨 は各 トランジシ ョンに対応 し,姦が時間 トランジション
の場合 は発火率(発 火遅延の指数分布パ ラメータ),瞬間 トランジションの場
合は発火確率計算のための重みを表す。
Rsを状態空間(可 達集合),TRSをタンジブルマーキングに対応する状態
部分集合,VRSをバニシングマーキングに対応する状態部分集合 とする。
Rs=TRSUVRS,TRS∩VRS=φ
EMCの推移確率行列U=[物]は 次式で得 られる。
物 二(ΣWk)/qi
々=∫々∈易(躍`)
(4)
(5)
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ここで,
qi=Σwk(6)
ゐ:'∈々易(%)
である。Eブ(M,)はマーキングM,で発火可能な トランジションの中で発火する
ことによ りM,に遷移する トランジシ ョンの集合,E(M,)はマーキングM,で
発火可能な トランジシ ョンの集合 を表す。
状態の番号を適当に付け替 えて,バ ニシングマーキングに対応する状態に若
い番号を与 えると,Uは 次のように表 される。
u・A+B=〔ll〕+じ;〕 (7)
行列AはVRS内 の状態か らの推移確率のみ,行 列BはTRS内 の状態か ら
の推移確率のみを記述 し,他は0と したものである。
c=[砺],D=属],E=[θ ザ],F=[乃] (8)
とす る。
TをEMCの 平衡状態確率ベク トルとすると,こ れは,
{
璽「=μ「ひ
(9)
璽rlT=1
を解 くことにより得 られる。 ここで1は,す べての要素が1の 行ベク トルであ
る。GSPNに対応するセミ ・マルコフ過程の平衡状態確率は,Tと 各状態の平
均滞在時間を用いて求めることができる。
しか しなが ら,バニシングマーキングに対応する状態の滞在時間は0で ある
ことは明らかであるので,タ ンジブルマーキング間の状態推移のみに着 目した
縮約 隠れマル コフ連鎖(ReducedEMC;以後REMCと 略記)に モデルを縮
小することにより,推移確率行列のサイズを小 さくして計算 を容易にすること
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ができる。
このREMCの推移確率行列U'=[,"ヴ]は次のように求め られる。
協=夙 愚'〃Pレ ーs}ゐ(1・)
ここで,P{r→s}ゐはバニシングマーキ ングMrか らタンジブルマーキ ング
砺 へ,バ ニシングマーキングのみを経 由して任意のステ ップで推移す る確率
である。
{
璽r'=璽r'u'
(11)
T'1T==1
を解 くこ とに よ りREMCの 平衡 状態確 率ベ ク トルT'=[賜 コが得 られる。
マー キ ング 砿 を基準 マー キ ン グ とし,連 続 す る2回 のM,へ の 訪問 の 問 に
任 意のマ ーキ ング 砺 を訪問す る平均 回数 砺 は
砺二璽「γ璽「㌃ 働
とな る。
タンジブルマ ーキ ング 砺 ・に対応 す るセ ミ ・マル コ フ過程 の平衡状 態確 率 πノ
は次 式 となる。
πブ=砺E[Siz,1]/CYてM,)㈲
ここで,E[SJI」]は状 態 ブの平均 滞在 時 間,CY(砿)は マー キ ングM,を 出発
してか ら戻 って くるまでの平均 時間で あ り,そ れ ぞれ次の ように求め られる。
E[釧}]・=1/(Zゴ(14)
CY(M,)=Σv、kE[SJ,]㈲
k:礁∈TRS
タンジブルマーキングに対応する状態集合TRS上 でREMCを 生成するこ
とはGSPNに対応す るセミ ・マルコフ過程 を連続時間マル コフ連鎖に変換す
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る こ とに相 当す る。 この連続 時間 マル コ フ連鎖 の状態 推移 速度行列Q'=[,qij]
は次の よ うに求め られ る。
鈴一{饗]:膨 ⑯
タンジブルマーキ ングに対応する状態の平衡状態確率ベク トル πは,次 式
から直接計算することができる。
{
πO'=0
π1T=1
㈲
3.2平 衡状態確率 と平均待ち行列長
図4の ような可達グラフとなる本論文のGSPNの場合は,前 述 した手法 を
適用すると,結局,バ ニシングマーキングを,そ れに続 くタンジブルマーキン
グに併合 して消去 した図5の ような連続時間マルコフ連鎖 と同等 となる。 これ
より,式㈲ を用 いて平衡状態確率を計算できる。総状態数は(N+1)2+2N+1
個である。
状態(M(p1),M(ρf),M(p2),M(pi),M(Pa),M(Pb))の平衡状態確率を
π(M(Pi),M(ρf),M(P、),M(pi),M(Pa),M(P,))
で表す。
待合室(滋にi人いる確率 π廊(待合室容量=N)は,次 式により求め られる。
πli=P{M(Pユ)・=i}
=π(i,N-i,0,N,0,1)　
+Σ π(i,N-i,h,N-k,1,0);i=1,2,…,N
k=O
⑯
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図5連 続時間マルコフ連鎖の状態推移速度図
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π10=P{M(P1)=0}
　 ユ
=Σ Σ π(o,N,k,N一ゑ あ1一 ブ)
ブ50k=O
π2iニP{M(P2)=i}
=π(0 ,N,i,N-i,0,1)
　
+Σ π(k,N-k,i,N-i,1,0)
h=O
π20=P{M(P2)=0}
ユ 　
=Σ Σ π(h,N一 ん,o,N,ブ,1一ブ)
ブ=Ok=0
??
㍍
?
?
?
【??
;i=1,2,…,N
ZmN(m=1,2)は待合 室mが すべ て塞 が っている確 率 となる。
Q-(m=1,2)の平均待 ち行列長Lmは 次 の ように求 め られ る。
なお,
い るので,こ こで は記 さない。
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㈲
⑳
㈲
この待ち行列の解析結果に関する考察は,す でに文献[7]で 述べて
4.む す び
二つの到着過程を持つ有限容量同時サービス並進待ち行列を一般化確率ペ ト
リネットによりモデル化 し,そ の解析法を示 した。これにより,このシステム
の挙動が一般化確率ペ トリネットで容易に記述可能であることがわかった。
今後の課題 として,到 着過程が三つ以上の一般的なシステムの解析 と考察,
及び,各 待合室への到着客が待合室を共有する場合の一般化確率ペ トリネット
によるモデル化の検討などが残されている。
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